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RESUMEN

El analisis y seleccidbn de vias racionales para la solucion de problemas
constituye una necesidad del aprendizaje de la geometria, por el aporte que
hace al desarrollo del pensamiento en general y en particular a racionalizar el
trabajo mental y al desempefio creativo, es una problematica actual revelada
en diferentes escenarios la cual requiere de atencion, en este articulo cientifico
se socializa un procedimiento metodolégico confeccionado para favorecer el
andlisis de las vias de solucion mas racionales, basado en la elaboracién de un
sistema de ejercicios y problemas de la asignatura Geometria Analitica que
tiene en cuenta la redaccion del texto para revelar la intension del mismo,
derivado de varios trabajos cientificos y metodoldgicos. Los resultados
alcanzados son satisfactorios, demostrando la pertinencia del procedimiento
metodoldgico y su influencia positiva en la elevacién del aprendizaje de los
estudiantes de pregrado y posgrado.

Palabras clave: Problemas Geométricos, Vias Racionales.

ABSTRACT
The analysis and selection of rational roads for the solution of problems
constitute a necessity of the learning of the geometry, for the contribution that

makes to the development of the thought in general and in particular to
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rationalize the mental work and to the creative acting, however, it is a current
problem revealed in different scenarios which requires of attention, in such a
sense in this scientific article a methodological procedure it is socialized made
to favor the analysis of the most rational solution roads, based on the
elaboration of a system of exercises and problems of the subject Analytic
Geometry that he/she keeps in mind the writing of the text to reveal the
intension of the same one, derived of several scientific and methodological
works. The reached results are satisfactory, demonstrating the relevancy of the
methodological procedure and their positive influence in the elevation of the
learning of the regard students and postgrad.

Keywords: Geometric Problems, Rational Roads.

INTRODUCCION

La importancia del estudio de la Geometria es reconocida por muchos
estudiosos de la ciencia Matematica, (Jones, 2002 ) y (Baez e Iglesias, 2007) la
consideran como uno de los pilares de formacion académica y cultural del
hombre, dada su aplicacién en diversos contextos y su capacidad formadora
del razonamiento logico, que contribuye a desarrollar en los estudiantes
habilidades para visualizar, pensar criticamente, intuir, resolver problemas,
conjeturar, razonar deductivamente, argumentar de manera légica en procesos
de prueba o demostracién y desarrolla la capacidad de relacionarse con el
espacio.

Para el desarrollo de las habilidades y capacidades mencionadas es
fundamental entrenar a los estudiantes en la aplicacién de los métodos y vias
de solucion de los problemas geométricos, donde se valoren varias de ellas,
dando la posibilidad de analizar la mas racional.

La explicacién y evaluacion de las vias de solucion mas racionales es uno de
los objetivos del proceso de ensefianza-aprendizaje de la ciencia geomeétrica,
los estudiantes de manera general no llegan a hacer este tipo de analisis
porque le faltan conocimientos y habilidades para tener una vision integradora
de la Geometria, por ejemplo, consideran los problemas de la Geometria
Analitica diferentes a los de la Sintética estudiada y no como la que les

proporciona otra forma de solucionar los ya conocidos.
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Esto ocurre porque la ensefianza de la Geometria en la escuela suele
presentarse en forma de sarticulada por abordar la Geometria Sintética y la
Geometria Analitica como ramas diferentes, independiente una de la otra. Al
respecto la Dra.C Marta Alvarez expresa que «en el tratamiento de los
contenidos se deben crear nexos entre la Geometria sintética y la analitica, la
del plano y la del espacio. En particular, los alumnos deben valorar cuando es
mas racional resolver un problema por via analitica y cuando, por via sintética»
(Alvarez, 2014: 3).

Se ha constatado en la practica educativa las insuficientes actividades que se
ejecutan para evidenciar la complementariedad entre los métodos y técnicas de
la Geometria Sintética y la Geometria Analitica. Estos vinculos son necesarios
para propiciar el analisis de un problema geométrico por varias vias de solucion
y valorar la méas racional de acuerdo a las potencialidades desarrolladas por
cada estudiante.

En la busqueda de solucion de estas problematicas se profundiza en el estudio
de resultados cientificos donde se refleje como ayudar al docente para
promover en el estudiante un aprendizaje mas efectivo de la geometria, se
analiza la obra de (Gascon 2002), (Vargas, Gamboa, 2013), (Alvarez Pérez,
2014) y (Alvarez Rosales, 2014), las que enfatizan la importancia del estudio de
la geometria y revelan la complementariedad entre los métodos analiticos y
sintéticos, también se examina el trabajo de (Arnaiz, 2013) sobre la integracion
sistemética del contenido matematico.

Todos ellos develan métodos que contribuyen a mejorar la didactica del
profesor, sin hacer precisiones de como proceder en las clases de geometria
para favorecer la eleccién de vias racionales de soluciéon de los problemas a
partir de la complementariedad de los métodos analiticos y sintéticos.

Sobre esta base se elabora un procedimiento metodoldgico para potenciar el
analisis de vias de solucién mas racionales de los problemas geométricos,que
le sirva al docente de modelo para disefiar acciones con estos fines,el cual se
estructura sobre sistemas de ejercicios seleccionados de la asignatura
Geometria Analitica para que la redaccion del texto favorezca el propésito

esperado.
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DESARROLLO

Se relacionan los referentes asumidos sobre la ensefianza de la Geometria
para la toma de decision de la propuesta. Un aspecto importante esta en los
planteamientos de (Gascén, 2002), el hace alusion a que «la desarticulacion
que existe actualmente entre la geometria sintética y la geometria analitica en
la ensefianza es producto de un analisis epistemoldgico superficial que oculta
la continuidad y complementariedad que existe entre ellas»

El autor sostiene que cuando se explora un campo de problemas de la
Geometria Sintética y se introducen variaciones en dichos problemas, se
evidencia que las técnicas sintéticas no son suficientes para resolverlos. Surge
entonces la necesidad epistemolégica y didactica de modificar las técnicas
empleadas incorporando técnicas analiticas o algebraicas propias de la
Geometria cartesiana.

Es sustancial lo referido por (Alvarez Pérez, 2014) cuando apunta que para
resolver un problema geométrico de cualquier naturaleza, los alumnos deben
buscar relaciones y dependencias para el trazado de una estrategia de solucion
o la realizacion de una cadena de inferencias. En muchas ocasiones los
alumnos dominan los conocimientos especificos que requieren, pero no saben
coémo enlazarlos. Por eso es importante que el docente los ayude a que tengan
una percepcioén global de la via de solucién a emplear y de los diferentes pasos
gue se deben dar para lograr el objetivo.

Estos planteamientos respaldan la necesidad de ensefar a los estudiantes a
integrar el contenido conocido con el nuevo a tratar, propiciando una vision
global del mismo y en el caso de los geométricos no debe desaprovecharse la
oportunidad que ofrece la introduccion de la Geometria Analitica para potenciar
la valoracion de los métodos y técnicas ya empleados en la sintética en
relacion con las nuevas aprendidas para que asi también infieran la via mas
racional.

Otro elemento importante es la teoria escrita sobre la integracion sistematica
del contenido matematico, donde se ha definido ejercicio o problema
matematico integrador, el doctor en ciencias lbrahim Arnaiz lo precisa del

siguiente modo.
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«...cuando las exigencias planteadas en el mismo demandan de la aplicacion
integrada del contenido (tanto del nuevo como el precedente). Los ejercicios y
problemas integradores tienen diferentes grados de complejidad los cuales
dependen, entre otras cosas, del volumen de conocimientos y habilidades
(tanto mateméticas como del pensamiento l6gico) que se deben aplicar, el
nivel de profundidad del contenido» (Arnaiz, 2013: 34).

Los problemas definidos de esta manera generalmente tienen varias vias de
solucion por lo que propicia el andlisis de las mas racionales. La seleccion
adecuada de los ejercicios y problemas es un elemento esencial para lograr
este empefio, pero muchas veces en la bibliografia disponible no estan los
necesarios 0 no son suficientes, esto hace que se necesite reelaborar algunos
de los ya existentes o elaborar otros.

Hay que tener en cuenta que la complejidad de los ejercicios y problemas
integradores debe estar en correspondencia con el nivel real de desarrollo de
los estudiantes a la vez que estos deben ser un medio para propiciarlo, por lo
gue su seleccion o elaboracion constituye una labor creadora del profesor.

En los contenidos geométricos muchas veces la complejidad de los ejercicios y
problemas esta estrechamente relacionado con el enunciado, porque
inconscientemente se acostumbra a los estudiantes a relacionar el enfoque del
texto con la via de solucién, si el planteamiento que se hace no involucra
sistemas de coordenadas es muy probable que no se considere la via analitica
para la solucion aunque esta sea mas sencilla.

Hay que considerar que en algunos casos, la geometria sintética se torna
insuficiente para resolver los problemas y es necesario acudir a la geometria
analitica, aunque también muchas veces el abuso de los métodos y técnicas de
esta ultima lleva a elaborar frondosas férmulas que complican el problema
innecesariamente e impiden ver la esencia geométrica del mismo. Al respecto
(Gascon, 2002) expresa lo siguiente:

«Seria también muy util proponer en el Bachillerato problemas geométricos
cuya resolucion fuese mucho mas sencilla y «natural» con técnicas sintéticas
gue con técnicas analiticas. También seria necesario proponer problemas
geométricos que si bien requieren la utilizacién de técnicas analiticas para ser

resueltos con toda generalidad, necesitan de manera casi imprescindible la
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utilizacion previa de técnicas sintéticas a fin de disefiar la estrategia que se
llevar4 a cabo posteriormente con las técnicas analiticas. Se pondria asi de
manifiesto otro aspecto importante de la complementariedad entre ambos tipos
de técnicas» (Gascon, 2002: 24).

Todo lo expresado anteriormente indica que saber determinar la via de solucion
de un problema geométrico con seguridad y eficacia no es tarea facil, se
requiere haber obtenido un amplio dominio del contenido, digase
conocimientos, habilidades y capacidades, expresada en el grado de intuicion,
flexibilidad y logicidad del pensamiento que permita tener un buen nivel de
desarrollo de la creatividad, luego la sistematicidad de solucion de problemas y
ejercicios con estas exigencias es una manera de contribuir con este propésito.
En consecuencia con lo anterior se muestra un proceder metodoldgico para
favorecer el analisis de las vias de solucion mas racionales, basado en la
elaboracion de un sistema de ejercicios y problemas de la asignatura
Geometria Analitica y teniendo en cuenta la intension que revela el texto del

mismo.

Procedimiento Metodoldgico
1. Diagnostica el nivel de aprendizaje de los estudiantes.
2. Selecciona un conjunto de ejercicios y problemas que responda al
objetivo de la asignatura.
3. Clasifica los ejercicios y problemas en :

3.1 Ejercicios formales para fijar conceptos, relaciones y procedimientos
de solucion.

3.2 Problemas de la Geometria Euclidiana que fueron resueltos por la
via sintética, priorizando los de la escuela media.

3.3 Problemas de la Geometria Euclidiana, que no fueron resueltos por
la via sintética porque el sistema de conocimiento impartido no fue
suficiente o porque la via es muy engorrosa, priorizando los de la
escuela media.

4. Formula o reformula cada ejercicio y problema por niveles de

profundidad.
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4.1 Las condiciones dadas en el enunciado de los ejercicios y problemas
descubre la via de solucion y revela la aplicacion de un proceder
particular. (ejercicios formales).

4.2 Las condiciones dadas de los ejercicios y problemas descubren la
via de solucion y revela la aplicacion de un procedimiento general.

4.3 Las condiciones dadas de los ejercicios y problemas no descubren la
via de solucion. Puede ser un problema de la Matematica o de
aplicacién a la vida cotidiana.

5. Confecciona el sistema generado por cada ejercicio y problema.

Ejemplo de un problema de demostracion de una proposicion geométrica
redactado de tres maneras diferentes para que responda a los tres niveles de
profundidad presentados.

Proposicién: Las alturas de un triangulo se cortan en un punto.

1. Pruebe que las alturas del ALMN de vértices L(— 2; 1), M(4; 7) y N(6; -
3)se cortan en un punto. (nivel 4.1)

2. Demuestre que las alturas de un triangulo se cortan en un punto, para
ello sitie el tridangulo en un sistema de coordenadas cartesiano
rectangular, donde se haga coincidir un lado del triangulo con el eje de
las abscisa y la altura relativa a ese lado con el eje de las ordenadas.
(nivel 4.2)

3. Demuestre que las alturas de un triangulo se cortan en un punto. (nivel
4.3)

Este ejemplo ilustra un sistema de tres ejercicios relacionados con la
demostracion de la veracidad de wuna proposicion, encaminado al
adiestramiento de los estudiantes con la técnica de asociar sistema de
coordenadas a una situacion geométrica dada y en la valoracién de la via de
solucién mas racional.

Se considera que cuando se plantean los ejercicios y problemas donde estan
representados los tres niveles indicados, le da la posibilidad a los estudiantes
trabajar aquellos que estén acorde al nivel de desarrollo alcanzado en la
habilidad demostrar y de integracion de los conocimientos geomeétricos

adquiridos, asi como motivarlos para pasar a un estadio superior.
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La proposicion trabajada «las alturas de un triangulo se cortan en un punto» lo
conocen los estudiantes desde grados tempranos de la enseflanza escolar,
pero por lo general terminan el preuniversitario sin llegar a fundamentar ese
conocimiento, porque para muchos profesores y estudiantes presentar el
problema de esta manera significa resolverlo por la via sintética, la cual es muy
trabajosa y necesita de realizar construcciones auxiliares que exige un alto
grado de creatividad, o de otros conocimientos que no estan en el curriculo
escolar, a juicio de las autoras, este debe ser un problema clasico a resolver
cuando los estudiantes reciban la Geometria Analitica.
Numerosos problemas de demostracion de la Geometria Sintética pueden
reformularse siguiendo el procedimiento mostrado, entre ellos tenemos:
1. Demuestre que el segmento que une los puntos medios de dos lados de
un triangulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.
2. Prueba que los puntos medios de los lados de un paralelogramo
determinan un paralelogramo.
3. Demuestre que el segmento que une los puntos medios de las
diagonales de un trapecio es paralelo a las bases.
4. Demuestre que las diagonales de un rombo se cortan
perpendicularmente.
5. Demuestre que si se unen los puntos medios de los lados de un rombo
se forma un rectangulo.
Trabajar con estos tipos de problemas en la asignatura Geometria Analitica
favorece ademas a la integracion sistematica de los contenidos matematicos,
pues es un espacio ideal para reactivar en los estudiantes las propiedades de
las figuras planas, posibilitando el trabajo diferenciado con los que aun
presentan dificultades en ello y también con los talentosos, al proporcionarles
una herramienta mas para profundizar en el estudio de la Geometria y asi
potenciar la seleccién de la via mas ventajosa.
El procedimiento metodoldgico ha sido introducido por las autoras en la
disciplina Geometria para el pregrado en la asignatura Geometria | de la
carrera Matemética-Fisica de la Sede Pedagogica de la Universidad Maximo
Gbmez Béaez arribando a los siguientes resultados.

1. Mayor actividad de los estudiantes en las clases practicas.
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2. Los estudiantes logran alcanzar una mejor vision integradora de la
Geometria.
3. Los estudiantes pueden apreciar la racionalidad del método analitico

para la solucion de muchos problemas.

B C D
Mayor motivacion para pasar de un nivel de desarrollo a otro.

El aprendizaje fue mas significativo y duradero.

Le facilita al profesor la evaluacion del nivel de desarrollo alcanzado por

los estudiantes y el trabajo diferenciado con ellos.
En la propia universidad se introdujo en el postgrado a través de un curso de
entrenamiento de Geometria para profesores de la disciplina y de la asignatura
Didéactica del diplomado «La direccién del proceso de ensefianza aprendizaje
de la Matematica desde la aplicacién integrada del contenido». Ha sido
valorado de positivo por los cursistas y consideran novedosa e interesante la
forma de reformular los ejercicios y problemas.
La efectividad de la aplicacion de este proceder en las clases de Geometria
Analitica se pudo comprobar en la preparacién de un grupo de estudiantes para
las Olimpiadas universitarias donde se propusieron problemas como el
siguiente:
PROBLEMA: En la figura 1BC = CA, EC = CD y/ BCA = /DCE = 90°. Si P,
Q, Ry S son puntos medios de AB, BD, DE y EA respectivamente, demuestre
que PQRS es un cuadrado. (Tomado de la Olimpiada nacional de los Institutos

Superiores Pedagoégicos 2002)
Figura 1:
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La mayoria de los estudiantes dieron la solucion por la via analitica, utilizando
la técnica de asociar sistema de coordenadas a una situacion geométrica dada,
para ella introdujeron la figura en un sistema de coordenadas rectangulares

cartesiano como muestra la figura 2.

Figura 2

Esta via de solucién requiere de creatividad pero se considera mas ventajosa
para el estudiante porque luego de identificada se sigue un procedimiento
relativamente facil con las herramientas que proporciona el sistema de
coordenadas, por ejemplo, para probar lados iguales basta con la aplicacién de
la formula de distancia entre puntos y la existencia de angulo recto y lados
paralelos a partir del trabajo con las pendientes de los segmentos.

Utilizando el método sintético para lograr una de las caracterizaciones del
concepto de cuadrado necesariamente hay que trazar lineas auxiliares, por
ejemplo, si se traza el segmento AD se trabaja con las paralelas medias de los
triangulos AED y ABD y se obtiene SR | PQySR = PQcon esto puede afirmar
que el cuadrilatero PQRS es un paralelogramo.

Para obtener dos lados consecutivos iguales entonces hay que trazar el

C(0;0) yl
D(a;0) A
A(0:b) .
B(-b;0)

p £
E(0;a)

R
B Q |C D

segmento BE donde los lados QR y PS son paralelas medias de los triangulos

BDE y ABE respectivamente y luego demostrar que ABCE = AACD y por

elementos homélogosBE = AC.
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Falta probar que PQRS tiene un angulo recto, por ejemplo el ZQRS, el cual
puede probarse estableciendo la relacion ZQRS = 45° + /RQD + ZERS,
donde se identifica el ZQRE exterior al AQDR y luego combinando las
propiedades de los angulos entre paralelas y los angulos homologos en
triangulos iguales se llega a que ZQRS = 90°.

La aplicacion del método sintético hace muy trabajosa y artificiosa la solucién al
tener que trazar lineas auxiliares e identificar triAngulos convenientes para
demostrar la igualdad de ellos, ademés de requerir de un selectivo trabajo con
los &ngulos para obtener un angulo recto.

El problema desarrollado, muestra uno de los casos donde la aplicacion del
método analitico es mas ventajoso para su solucién, es por ello, que la
seleccion de esta via se considera la mas racional, tanto por la sintesis del

trabajo mental como por la extension de la respuesta.

CONCLUSIONES

Los referentes tedricos, metodoldgicos y practicos considerados para favorecer
el analisis de las vias mas racionales de solucion de los problemas
geométricos, permitieron concretar un procedimiento metodolégico basado en
la elaboracion de un sistema de ejercicios y problemas de la asignatura
Geometria Analitica que tuvo en cuenta la redaccion del texto para revelar la
intension del mismo.

Se ha constatado la factibilidad de la aplicacion del procedimiento metodolégico
en las clases de Geometria Analitica y en ellas se ha revelado que es esencial
para lograr los objetivos de la disciplina, porque permite precisar el nivel de
desarrollo que va alcanzando los estudiantes en la determinacion de los
métodos adecuados para resolver los problemas geométricos en
correspondencia con la profundidad del contenido, propiciando la seleccion de

vias de solucién mas racionales desde una vision integradora de la Geometria.
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